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Etude de fonctions - Corrigé

Exercice 1 :

1. Soit la fonction f définie sur R par f(z) = 2% — 2z.

(a) f(z) est un trindme du second degré de la forme f(z) = az® + bz +caveca =1,b= -2 et
c=0.
a=22 tetf=fla)=f1)=12—2=—1
—_— e — — = e = = == — = —1.
2¢ 2

Or, a > 0, donc la fonction f admet pour minimum —1 en 1.
Elle est strictement décroissante sur | — 0o; 1] et strictement croissante sur [1; +oo.

(b) Soit z € R, f(x) = z(z — 2), donc le trindme f(z) posséde deux racines 0 et 2.
Or, a > 0, donc pour tout z €] — 0o; 0[U]2; +oo[, f(x) > 0 et pour tout = €]0;2[, f(z) <0

2. (a) La fonction g = —f a des variations contraires & la fonction f,
donc la fonction g est strictement croissante sur | —oo; 1] et strictement décroissante sur [1; +00|.

(b) Pour tout z, g(z) et f(x) sont opposés; on a donc :

T —00 0 2 +00 x =00
signe de f(x) + 0 - 0 + signe de g(x) -

oo

3. Soit la fonction h définie sur R par h(z) = |f(z)|.
(a) Pour tout z,
si f(x) > 0, alors h(x) = f(x) et si f(z) <0, alors h(z) = —f(z) c’est-a-dire h(z) = g(x).
Donc, pour z €] — oo; 0[U]2; +00[, h(z) = f(z) et pour z €]0;2], h(z) = g(z).
On obtient donc le tableau de variations suivant :

T —0 0 1 2 +00
1

variations de h g K ¢ e
0 0

(b) La représentation graphique de la fonction h dans un repére orthonormé est :

14+
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Exercice 2 :

1. Etudier les positions relatives de C; et de C,.

1 1
Siz€]0;1],alors 0 <z <1e 0 < z? <7:(:>—3>—>Ddoncg(z)>f(x).
e

1
Si z €]1; +00], alors z > 1 & 22 >:c>0®0<-—2-<—-doncg(x)<f(x).
Wi xr

Donc sur ]0; 1], la courbe Cy est "en-dessous de" C, et sur |1; +00], Cy est "au-dessus de" C,

2. Etudier les positions relatives de Cy et de Cp,.
La fonction racine carrée est strictement croissante sur [0; +-o0o[, donc on a :

Si z €]0;1], a,lors\/i \/‘ —>-———doncf(:z:)>h( ).

Si z €]1; 00|, alors \/— \/‘® 0< =< T donc f(z) < h(z).

Donc sur |0; 1], la courbe Cy est ' au—de.sbus de" Cp, et sur |1; +00], Cs est "en-dessous de" Cj,

3. En déduire les positions relatives de C, et de C;.

D’aprés les questions précédentes,

1 1 1 1 1 1
Sia E]O, 1{, alors TE—E > ; et ; > ﬁ donc }—2 > % donc g(l’) > h(.’l’)
_ 1 1 1 1 1 1
Si z €]1; +00], alors — < — et — < donc — < —= donc g(z) < h(z).

2 T =z ﬁ N

Donc sur ]0; 1], la courbe C, est "au-dessus de" Cy, et sur |1;+00[, C, est "en-dessous de" C,

1

— 2 +4r+5

1. La fonction f est définie si et seulement si —z? + 4z + 5 > 0.

Exercice 3 : Soit la fonction f définie par f(z) =

—22 + 4x + 5 est un trinéme du second degré dont le discriminant est :
A=b —4ac=4? -4 x (-1) x5=16+ 20 = 36.
A > 0 donc le trinéme a deux racines :

—b—-vVA —-4-+/36 —-4-6 —4++v36 —4+6
xl == = = = 5 et IEQ = = = —1
2a -2 -2 —2 -2
a < 0, donc le trindme est strictement positif entre les racines donc sur Uintervalle | — 1;5] et

strictement négatif & P'extérieur des racines.

L'ensemble de définition de f est Dy =] —1;5].

b 4
2. 0 = e =T 5= =2 et a = —1. Donc le trinéme —z* + 4z + 5 admet un maximum en 2.
a —
Soit les fonctions u et v définies sur l'intervalle | — 1; 5] par u(z) = —z + 4z + 5 et v(z) = /u(z).

La fonction u est strictement croissante sur | — 1; 2] et strictement décroissante sur [2; 5.
e De plus sur l'intervalle | — 1;5[, on a u(x) > 0.

St u(z) > 0, la fonction 1/u a les mémes variations que u,

donc v est strictement croissante sur | — 1;2] et strictement décroissante sur [2;5].

e De plus sur l'intervalle | — 1;5[, v(z) >0 etona f = —1—
v

Si w(x) # 0, la fonction — a des variations contraires 4 v lorsque v est de signe constant,
v

donc f est strictement décroissante sur | — 1; 2] et strictement croissante sur [2; 5[.

0/
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—72 3
Exercice 4 : Soit g la fonction définie par : g(z) = -—a;———
z* 41
1. La fonction g est définie si et seulement si 22 + 1 # 0 donc elle est définie sur R.
2 ~r?-1-2 -22-3
o ’ 2 +1 z2+1 z?2+1 9(2)
2

Donc pour tout z, g(z) = -1 — :

3. ® Soit u(z) = z* + 1 un trindéme du second degré. Il admet un minimum en 0.
Donc la fonction u est strictement décroissante sur | — oo; 0] et strictement croissante sur [0; +o0.

: 1 L
e Siu(z) # 0, la fonction — a des variations contraires & u lorsque u est de signe constant,
u

1
or pour tout z, u(x) > 0, donc la fonction v = — est strictement croissante sur | — oco; 0] et
u

strictement décroissante sur [0; 4+o00].

e Pour tout z, posons w(z) = ,on aw(z) = Av(z) avec A = —2.

2

Si A < 0, la fonction Av a desglj vz:l—"izlmtions contraires a v,

donc la fonction w est strictement décroissante sur | — 0o; 0] et strictement croissante sur [0; +o0.
e Pour tout z, on a g(x) = k + w(z) avec k = —1.

Pour tout réel k, la fonction k + w a les mémes variations que w,

donc la fonction g est strictement décroissante sur | — oo; 0] et strictement croissante sur [0; +00].

o)
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CORRIGE DES DEVOIRS DE VACANCES POURLES | TS

THEME : DERIVATION (3 exercices)

EXERCICE 1 : « CALCULS DE DERIVEES »

<> Pour la fonction f : x > -2x + —Z—xz—x-—lg

Comme f est une fonction polyndme (de degré 7), alors f est définie et dérivable sur R .

De plus, pour tout x de R : f’(x)=-2><7x6+§ x2x -1 =Sl SR ]

x’ -58x

< Pour la fonction g : x —

1-x
La fonction g est définie sur R \ {1},i.e.sur]-o0;1[U]1;+ oof.
Soient les fonctionsu: X x> —5x et v:x > 1 —x.

Comme : * gestle quotientdeuparvsur R \ {1} ;
*u et v sont dérivables sur ] - co; 1 [etsur ] 1;+ oo[;
* v ne s’annule pas sur R \ {1} ;

alors la fonction g est dérivable sur ] - oo; 1 [etsur] 1 ; + oof.

De plus, pourtout x de R \ {1} :

ux)=x*-5x donc wEx)=2x-5
v(x)=1-x donc vix)=-1
u , u'v-uv'
e donc g=—7F"
v \4

_ 2x-5)-x) -’ -5x)(-D _ 2x -2x" -5+5x +x’ ~5x FE GRS

e (1-x) 1-x%)’ 1-x)’

< Pour la fonctionh:x > x \/;

La fonction h est définie sur R™, i.e. sur[ 0 ; + ool.
Soient les fonctionsu: X > x et VX \/; .

Comme : * h est le produit de u par vsur R™ ;
* u est dérivable sur R ;

* v est dérivable sur R™, i.e.sur]0;+ oof ;
alors la fonction h est dérivable sur R™.

De plus, pour tout x de R™ -

u(x) =x donc w(x)=1

v(x) = \/; donc vV(x)= :
24x

h=uv donc h’=vv+uv’

\/;:2 x+\/—;=3\/;

& 2 2

ie. RE)=1xx +xx 2\1/;=\/'£+23;=\/§+
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Méthode n°2 (plus longue) : k vue comme « le produit (ou le carré) de fonctions dérivables »

La fonction k est définie sur R* et pour tout x de R :  k(x) = (2\/; +1)2 = (2 Jx +1) (2\/; +1)

Etudions d’abord la dérivabilité de la fonction I définie sur R™ par : 1(x) =2 \/; +1.
Soient les fonctionsu:x = X et v:x > 1

Comme : *]estlasommede2uetdevsur R* ;
* u est dérivable sur R™ etvsur R ;

alors la fonction 1 est dérivable sur R**

De plus, pour tout x de R™™ : ux) = /x donc )= ;
X
v(x)=1 donc v(x)=0
I=2u+v donc I’=2w+v
. 1 1
ie. ’(x)=2 x +0=—
Wl
Etudions maintenant la dérivabilité de la fonction k :
Comme : * k est le produit del par | (ou le carré de 1) sur R ;
* | est dérivable sur R™ ;
alors la fonction k est dérivable sur R**
Deplus,k=1x1(=1%) donc kK =1"1+11"=21"1
4./x +2

Ainsi, pour tout x de R**, k’(x) =2 x \/L x (2\/; +1)==4+
X

x|x

x’+3

oG

<> Pour la fonction m : x

h(x)
243

La fonction m est définie sur R™ et pour tout x de R* :  m(x) =

Soit la fonction v : X > x* + 3.
Comme : * m est le quotient de h par vsur R™ ;

s + +
* h est dérivable sur R™ etvsur R™ ;
+
* vne s’annule pas sur R™ ;

alors la fonction m est dérivable sur R**

De plus, pour tout x de R™ :

3
h(x) = x\/; donc h’(x)= \?{; = %\/—; (d’apres supra)
v(x)=x"+3 donc vVX)=2x
k=E donc k’=——-———h V'-th
u \%
% x x(x? +3) =x \/x x2x x X +— \/— 2x\/_ —%xz x+—z—\/;
ie. KkK®-= = -
1. (X) (X2 +3)2 (X +3) (XZ +3)2
1
o 2O Fex)
dou k') = L =
(x* +3) 2(x* +3)
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Comme : * j est le produit de 3 parusur R ;
* u est dérivable sur R ;
alors la fonction j est dérivable sur R .

De plus, pour tout x de R : u(x) = X—x+7 donc v)=2x-1

]

W | -

j= —é— u donc j

ie. Px)= %(2;« e o

Méthode n°2 (plus longue) : fonction j vue comme le « quotient de deux fonctions dérivables »

2
. 8 = . X" -x+7
La fonction j est définie sur R par : j(x) = —%
Soient les fonctionsu:x > x> ~x+7 et V:X > 5

Comme : * jestle quotient deu par vsur R ;
*u et v sont dérivables sur R ;
* v ne s’annule pas sur R ;

alors la fonction j est dérivable sur R .

De plus, pour tout x de R :

ux)=x"—x+7 donc vx)=2x-1
v(x)=5 donc v(x)=0
._u ., _u'v-uv'
j=— donc ) =——
v \4
e PR (2x -1) x5 é): -x+7)x0 _ (2x ;ZI)XS _ 2x5—1 & %(2){—1)

< Pour la fonction k : x > (2 \/;+1)2

M¢éthode n°1 : fonction k vue comme la « somme de fonctions dérivables »

2
La fonction k est définie sur R* et pour toutx de R* :  k(x) = (2\/;+1) =4x +4,/x +1.

Soientles fonctionsu:x > 4x;v:X I Jx etw:x > 1

Comme : * k est la somme deu, de 4 vetde wsur R* ;

* u et w sont dérivables sur R et vsur R™ ;

alors la fonction k est dérivable sur R

De plus, pour tout x de R™ : u(x) =4x donc wx)=4
1
v(X)= 4/ X donc v(x)=
)=+x ®= 175
wx)=1 donc w(x)=0
k=u+4v+w donc kK=u+4v +w
1 4.x +2

e kKX)=4+4x—= +0=4+

e

0/
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<> Pour la fonctioni:x — 9+ l}
X

Méthode n° 1 : fonction i vue comme « la somme de deux fonctions dérivables »

La fonction i est définie sur R*, ie. R\{0},ie.]-00;0[U]0;+ oo

Soient les fonctionsu: X > 9 etv:x B x°.

Comme * i est la somme de u et de I'inverse de v sur R :
*uetvsont dérivables sur ] - co; 0 [etsur ] 0; + oo ;

*
* v s’annule pas sur R ;

alors la fonction i est dérivable sur ] - co; O [ et sur ] 0 ; + oof.

De plus, pour tout x de R :

ux)=9 donc wx)=0
v(x) = x> donc v(x)=3 x?
: 1 . ,(1) , v
i=u+— donc 'EH% ] 2R -—
v \% v
2 2
ie. H-0--% - _3% % —34-

'/ 6
ST

Méthode n°2: fonction i vue comme « le quotient de fonctions dérivables »

1%

L
x> x* % X

9%’ +1
- 3

Pour tout x de R*, i(x)=9+

Soient les fonctionu:x > 9x>+1 etv:x > x°.

Comme “* i est le quotient de u par v sur R :
* u et vsont dérivables sur ] - c0; 0 [ etsur ] 0 ; + oof ;

%
* v s’annule pas sur R ;

alors la fonction i est dérivable sur ] - c0; O [ et sur ] 0 ; + oof.

De plus, pour tout x de R :

ux)=9x>+1 donc wx)=9x3x*=27x%x
' V(x)=x3 donc V’(x):3x2
u ., _u'v-uv'
1= — donc T
v %
. e 27x* xx* -(9x> +1)x3x*  27x° -27x’ -3x’ 3x?
re. 1’(x)= = = 5 =
(x3) X X
x: -x+7

<> Pour la fonction j : x > .

il
|
NAl o

Méthode n°1 : fonction j vue comme le « produit d’un réel par une fonction dérivable »

La fonction j est définie sur R et pour tout x de R : jx)= —;— (x2 -X +7) .

Soit la fonctionu : X = x> —x + 7

12
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EXERCICE 2: « TANGENTES »

Explications pour construire les points A, B, C, D et E (non demandées)

On utilise les 1°° et 2°™ lignes du tableau.
Comme g(- 7) = - 6, alors la courbe & passe par le point de coordonnées (- 7 ; - 6) : ¢ est le point A.

Deméme,ona:B(-3,;,-1);,C(0,-2);D(3;-3)etE(5,0).

Explications (non demandées) pour construire les tangentes en ces points

On utilise les 17° et 3°™ lignes du tableau.
* La tangente a & au point A d’abscisse — 7 a pour coefficient directeur g’(- 7) i.e. 4.
i.e la tangente a & en A (-7 ; - 6) passe aussi par le point P(-7+1;-6+4)ie P(-6;-2).
* La tangente a & en B (- 3 ; - 1) a pour coefficient directeur g'(- 3) i.e. 0.
Ainsi la tangente a & en B est paralléle a |’axe des abscisses.
*La tangente a & en C (0, - 2) a pour coefficient directeur g’(0) i.e. — 1.
Elle passe donc aussi par le point R (0+1;-2—-1)i.e parR (I, -3).
* La tangente a & en D (3 ; - 3) a pour coefficient directeur g’(3) i.e.0.
Elle est donc paralléele a ['axe des abscisses.
* La tangente a & en E (5, 0) a pour coefficient directeur g’(5) i.e. 3.
Elle passe donc aussi par le point S (5+ 1,0+ 3)i.e. par S (6; 3).

Explications (non demandées) pour finir un tracé de &

Etudions les variations de g :
Comme g est monotone sur | - oo; - 3 |, alors sa fonction dérivée est de signe constant sur | - co; - 3 |.
Org'(-7)=4
donc g’ est positive sur | - co; - 3 ], et par conséquent g est croissante sur | - co; - 3 ].
De méme, on montrerait que g est décroissante sur [ - 3 ; 2 | et croissante sur [ 2 ; + cof.
Pour tracer une représentation graphique de g, il faut donc :
" * faire passer & par les points A, B, C, D et E ;
* prendre soin de respecter les directions données par les tangentes aux voisinages de ces points ;
* respecter les variations de la fonction g déterminées ci-dessus.

Remarque

La représentation graphique de g qui suit n’est qu ‘une des nombreuses possibilités qui existent, tout en
respectant les trois conditions ci-dessus.

N hésitez donc pas a demander a un professeur de vérifier votre tracé.

=

8
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2) a) Déterminons I’équation réduite de la tangente 2 la courbe & au point d’abscisse 5.

L’équation réduite de la tangente a & au point D d’abscisse 5 est :

y=g'(a) (x—a)+ g(a) aveca=3
y=g () x-5)+g05)
y=3x-5+0

y=3x-15

b) Déterminons I’équation réduite de la tangente a la courbe &7au point A.

L’équation réduite de la tangente & &au point A d’abscisse - 7 est :

y=g'(a) (x—a)+ g(a) aveca=-7
y=gCNEx+7+g-7)
y=4(x+7)-6

y=4x+22

Exercice 3 : « Optimisation et encadrement »

a) Ensemble de définition @ de la fonction V2

®=[0;0,6] (mais la réponse ©@=1]0; 0,6 [ est également acceptable)

Explications (non demandées) :

Pour pouvoir enlever un carré de coté x a chaque coin de la plaque carrée mesurant 1,2 m de cote,
il faut que cette longueur 1,2 puisse étre diminuée de 2 x et que la longueur 1,2 — 2 x reste positive.

Or 1,2-2x>0 & 12>2% & 0.6 =% = x < 0,6.

b) Soit x € ®. Exprimons ¥(x) en fonction de x.

Le fond de la boite parallélépipédique est un carré de coté (1,2 — 2 x) et sa hauteur est x.

Donc le volume (en m®) de cette boite est : V(x) = (1,2 -2 x)* % X.

I
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¢) Etudions les variations de Vsur [ 0; 0.6 ].

Pourtoutx de [ 0;0,6 ], "(x)=x (1,2-2x)*=x (1,44 —48x + 4 x")=4x’ -4 8 x* + 1,44 x.

Ainsi la fonction V est une fonction polyndme (de degré 3), restreinte a I’intervalle [ 0 ; 0,6 ].
Donc V est dérivable sur [ 0; 0,6 ].

De plus, pourtoutx de [0;0,6 ], V’'(x)=4 x3 x* - 48x2x+144=12x%x"— 9,6 x + 1,44,
Etudions le signe de ce trindme du 2"%
12x*~9,6x+144=ax’*+bx+c aveca=12(a#0),b=-96etc=1,44

Donc son discriminant est : A=b> -4 ac= (- 9,6)2 —4x12x%x1,44=92,16-69,12=23,04.

degré :

Comme A> 0, alors ce trindme admet deux racines réelles distinctes :
_=b-JA -(-9,6)-/23,04 96-48 48
22 2x12 T4 24
_-b+ A _9,6+48 14,4 _
22 24 24
De plus, ce trindme sera du signe a, i.e. positif, sauf sur [ 0,2 ; 0,6 ].

I 0, 2

%) 0,6

D’ou le tableau suivant :

X O 0,2 096

Signe de + 0 - 0

V()

Variations 0,128 Vo)=0

46 s e = T V(0,2)=0,128
0 0| V(©6)=0

Ainsi, la fonction V est strictement croissante sur [ 0 ; 0,2 ] et strictement décroissante sur[ 0,2 ; 0,6 ].

d) Comment obtenir une boite de volume maximal ?

D’apres le tableau ci-dessus, la fonction ¥ admet 0,128 comme maximum et il est atteint en 0,2.

Cela signifie que pour obtenir une boite de volume maximal, il faut enlever au chaque coin de la plaque
un carré de c6té mesurant 0,2 m i.e. 20 cm.

Le volume maximal de la boite est alors égal 4 0,128 m®, i.e. 128 dm’.

¢) Déterminons un encadrement de V(x) lorsque x appartient 4 [ 0.1 ; 0.4 ].

Soitx € [0,1;0,4].

D’apres le tableau ci-dessus : * le maximum de V est alors 0,128 ;
* le minimum de V est soit ¥ (0,1), soit V' (0,4) ;

Or V(0,1)=0,1 et v (0,4) = 0,064
Ainsi 0,064 <V (x) <0,128

AOf
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Correction des exercices de révision sur la géométrie vectorielle
Dans toute la correction,
e pour tout point M du plan, on désignera par x,, I'abscisse du point M et y,, l'ordonnée du point M
e pour tout vecteur 7 du plan, on désignera par x; 'abscisse du vecteur ¥ et y; I'ordonnée du vecteur 7.
e L'abréviation (officielle) «i.e.» signifie c'est-a-dire

Exercice 1 : Soit ABCD un carré non aplati dont la longueur des c8tés vaut a u.l. (ie unité de longueur)
Soit E le milieu de [AD] et F celui de [BC]
1. Faire une figure.

2. Quelle conjecture peut-on émettre sur les droites (EB) et (DF) ?
Les droites (EB)et (DF) SEMBLENT étre paralléles.
3. Cette question vise a prouver la conjecture a l'aide de 4 méthodes différentes (les questions a,, b., c. et d. sont par conséquent
indépendantes)
a. Méthode 1: i. Justifier que 4B et AD ne sont pas colinéaires.
Si ces deux vecteurs étaient colinéaires alors les points A, B, D seraient alignés
et par conséquent le carré ABCD serait aplati, ce qui est contradictoire avec l'énoncé
donc ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires.
ii. Décomposer alors les vecteurs EE et DF en fonction des vecteurs AB et AD.
Les vecteurs AB et AD n'étant pas colinéaires, il est alors possible de décomposer tous les autres vecteurs en fonction d'eux

En particulier, EB = EA + 4B (relation de Chasles) DF =DC +CF (relation de Chasles)
¢ (P ENCY | S
= —EAD + AB (car E est le milieu de [AD]) = DC — §BC (car F est le milieu de [CB])

1l

4B - 274D ( car_zilBCD_:ist uniqrre_’ )
2 donc DC = AB et BC = AD
iii. Conclure.

L

I P —_ — [ N p—.
Comme EB = _EAD + AB et DF = AB —-AD alors EB = DF donc les vecteurs EB et DF sont colinéaires
donc les droites (DF) et (EB)sont paralléles
b. Méthode 2 : i. Justifier que (D,DC,DA) est un repére du plan

Si les deux vecteurs DC et DA étaient colinéaires alors les points D, C, A seraient alignés
et par conséquent le carré ABCD serait aplati, ce qui est contradictoire avec l'énoncé

donc ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires donc (D, DC, m) est un repére du plan.
ii. Déterminer les coordonnées des points D, C, B,A, E et F dans ce repére
D est l'origine du repére donc D a pour coordonnées(0,0) [en effet,DD = 0 = 0DC + OZ)-/f]
C a pour coordonnées (1,0) [car DC = 1DC + ODA]
B a pour coordonnées (1,1) [car ABCD est un carré donc DB = 1DC + 1DA d'apres larégle du parallélogramme]
A a pour coordonnées (0,1) [car DA = 0DC + 1ﬂ]
Xa+Xp Yatyp

N

0+0 1+0y ) 1
E est le milieu du segment [AD] donc E ( ) donc E ( T) ie E a pour coordonnées <0-2->

2 2 2
- Xc+xp Yc+Ys =1 Oy . 1
F est le milieu du segment [CB] donc F (T ;—2—> donc F (——-2— ;T) ie F a pour coordonnées (15)
iii. Conclure
o 1—i) 1
== g B —Xg\ . e .
Alors le vecteur EB a pour coordonnées (YB = }’E) ie <l B l) donc EB a pour coordonnées (})
2 " ¥
— o —_— =
De méme le vecteur DF a pour coordonnées (};) (car D est l'origine du repére)ie (1) donc EB = DF
2

Donc les vecteurs EB et DF sont colinéaires d'ou les droites (EB)et (DF) sont paralléles.

AA o
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c. Méthode 3 : i. Justifier que (B,BC,BA) est un repére du plan

Si les deux vecteurs BC et BA étaient colinéaires alors les points B,C, A seraient alignés
et par conséquent le carré ABCD serait aplati, ce qui est contradictoire avec l'énoncé

donc ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires donc (B,ﬁ, ﬂ) est un repére du plan.
ii. Déterminer une équation cartésienne des droites (EB) et (DF) dans ce repére

Dans ce nouveau repere, on montrerait comme au b. ii. que le point D a pouur coordonnées (1,1),€(1,0),A(0,1),B(0,0),E (E' 1) : F(E; 0)
— (Xp — Xg F— __1
Or la droite (EB) est la droite passant par E, de vecteur directeur EB ()’5 = }’E) ie EB 2
=1,

Donc il existe un réel c tel que (EB): — x + 37 +c=0

1
Mais B appartient a la droite (EB) donc ses coordonnées vérifient toute équation de la droite (EB) ,en particulier — x + 7Y +c=0
donc —x3+%y3+c=0iec=x3—%y3 =0-0=0

i
Donc UNE équation cartésienne de la droite (EB) est — x + Ey =0

1 iL
— (X — X —fZ_ ===
De méme la droite (DF) est la droite passant par D, de vecteur directeur DF (yZ _ yg) ie DF (2 1> ie DF( 2)
0~

1
Donc il existe un réel ¢’ tel que (DF): —x + 5P +c'=0

1
Mais D appartient a la droite (DF) donc ses coordonnées vérifient toute équation de la droite (DF) en particulier — x + Ed +c'=0
1 1 1 1
donc—xp+=yp+c' =0doncc=xp—=yp=1—-==
2 2 2 2 "

1
Donc UNE équation cartésienne de la droite (DF) est — x + Ey A+ 5= 0

iii. Conclure.
1

1% idée : les droites (DF) et (EB) ont méme coef ficient directeur i <_E> donc ces deux droites sont paralléles.
2Me jdée
Si ces deux droites n'étaient pas paralléles alors elles seraient sécantes (car on raisonne avec des droites du plan qui ne peuvent par
conséquent qu'étre sécantes ou paralléles) et les coordonnées de leur point d'intersection vérifieraient le systéme suivant
—x+,ly=0 —x+ly=0
Nl ie & . donc on aurait O:—% ce qui est absurde donc ces deux droites sont paralléles.
—x+;y+5=0 —.x+5y=—;
d. Méthode 4 : Montrer que le quadrilatére EBFD est un paraliélogramme Conclure.
or E est le milieu de [AD] donc DE = %m et F est le milieu de [BC] donc %ﬁ =FB
comme ABCD est un parallélogramme alors DA = CB donc DE = ;DA = >CB = FB

d'oli DEBF est un parallélogramme donc les droites (BE) et (DF) sont paralléles

Exercice 2 : Soit ABC un triangle non aplati. Soit D le point du plan défini par AD = 2(AB + AC)
Soit I le milieu du segment [AB], J celui de [CD].
Soit E le point du plan tel que 3EB + ED = 0 et F celui défini par F4 = ;CF. Soit K le milieu du segment [EF].

1. Quelle conjecture peut-on émettre sur les points I, K et J ?
Ona 3EB+ED =0 donc 4EB+BD =0 (relation de Chasles) donc pour construire E, on utilise la relation BE = ié—ﬁ

OnaFA = %Ef donc 3FA + FC = 0 donc 4FA + AC = 0 (relation de Chasles) donc pour construire F, on utilise la relation AF = %Eﬁ

D

On peut donc conjecturer que les points I, K et J sont alignés.

A 2o
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2. Preuve de cette conjecture a l'aide de trois méthodes différentes :
a. Méthode 1: i. Justifier que (4B, AC) est une base.

Le triangle ABC n'est pas aplati donc les points A, B et C ne sont pas alignés donc les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires

Donc (4B, AC) est une base.
i, Décomposer les vecteurs TK et Ij dans cette base :

+ D'une part,on a alors 1K = %(ﬁf + —I_ﬁ) (car K est le milieu de [EF]) donc 1K = %(l—é +BE+T14 + ﬁ) (relation de Chasles)

or I est le milieu de [AB] donc TB + 1B = 0 doncIK =%(—B-E +4F) = %(iﬁﬁ + iﬁ) (cfle 1) donclK = %(Eﬁ +AC)

Or BD + AC = BA+AD +AC(relation de Chasles) donc BD + AC = BA+2(A4B + AC) +AC (par définition de D) ie BD + AC = AB+3AC

Donc TR==(BD + 4C) = - (4B +34C) = 2 4B +>4C

e D'autre part, ona de méme Ij = i(l_ﬁ +1C) (car J est le milieu de [CD]) donc

Or BD + AC = AB + 3AC (vu ci — dessus) D'otd Ij =%(ﬁ+32€) =%ﬁ +SA_C'

iii. Conclure

—

Ij = (IB +BD + 14 + AC) = 2 (BD + AC)

. 1a_. 33 j (S Y . e
Ona alorszlj = —(—AB + EAC) = g(AB +AC) =IK donc les vecteurs IK et 1] sont colinéaires donc les points I,], K sont alignés.

4\2

b. Méthode 2 : i. Justifier que (B;B4,BC) est un repére.
Le triangle ABC n'est pas aplati donc les points A, B et C ne sont pas alignés donc les vecteurs BA et BC ne sont pas colinéaires
Donc (B, BA, BC) est un repére.
ii. Déterminer les coordonnées des points I, K, J dans ce repére
Dans ce repére, B a pour coordonnées (0,0) (car c’est l'origine du repére), A a pour coordonnées (1,0) (car BA = 1BA + Oﬁ)
et C a pour coordonnées (0,1) (car BC = 1BC + Oﬁ)

De plus, AD = 2(AC +4B) donc {;D %4 = 20xc = x4 + X5 = %)
D

donc {xu
—Ya=20c—Ya+¥p—Ya)

= 2x¢c — 3x4 + 2xp {xD=0—3+O
Yo =2yc—3ya+2ys

yp=2—0+0

Donc D a pour coordonnées (-3 ;2)

(autre idée BD = BA + AD (relation de Chasles) donc BD = BA + 24B + 2AC (par définition de D)

donc BD = BA + 24B + 24B + 2BC (relation de Chasles) donc BD = —3BA + 2BC donc D(—3;2) dans le repére (B,BA,BC).)

Or I est le milieu du segment [AB] donc I(X“xs y“y") ie IG;O) et J est le milieu de [CD] donc ](ﬁ:;i‘—’lw—y”) ie ](_g 3)

2 Z 2 2
1 ; 3
— i X —xB=—(xD—xB) xg—0==(-3-0) Xg = —=
De plus, BE -:iBD donc { © B donc | © ° done {°* .} done E(—-— —)
ye =¥ =3 (b —¥p) Y= B=1Z=0] Ye=73
(autre idée : BE = iB_U et D(-3;2) dans (Bﬁﬁ) donc BD = —3BA + 2BC donc BE 2%( 3BA + 2BC) = -—;ﬁ%—%ﬁ doncE(—Z;%))
S — xF_xAzi(xC—xA) xF_lzi(O—l) xF_z
De plus, AF ==AC donc donc donc donc F(— —)
4 1 1 1
=¥ =3~ 2 yr—0=2(1-0) Yr=3

(autre idée : BF = BA + AF (relation de Chasles) ie BF = BA + %ﬁ (par construction de F) ie BF = BA + %ﬁ + %IBT (relation de
Chasles) ie BF = Eﬁ + lB_C’ donc F (3&) dans la base (B; BA; BC) )

OrKestle rmlteu du segment [EF] donc K (x“xf yE;'yF) ie K (0;%)

jii. Conclure
1
—_ X — X 0- E
Dans ce repére, K a pour coordonnées (}’K _ }’1) ie 3 donc TK 3
g0 8
3 T 1 2l
= X =0 575 N 5
De méme on a I] a pour coordonnées (yj . y;) ie 32 2 donc I] 32 donc I] = 4IK
—i==i) -t
5 5 X 4

donc les vecteurs IK et l_j sont colinéaires donc les points I, ], K sont alignés.

c. Méthode 3 : On reprendra les coordonnées des points I, K et J dans le repére (B; B4, BC) trouvées au b.
i. Déterminer une équation cartésienne de la droite (TIK).

1

1 — )

(IK)est la droite passant par le point I de coordonnées (5; O) ,de vecteur directeur IK de coordonnées 32
3§ 3 3
Donc il existe un réel ¢ tel que la droite (IK) est pour équation cartésienne =x +-y+c =0 avecc = —=x; — . =
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ii. Conclure
Comme 6x; +8y; —3 =—9+ 12 — 3 = 0 alors les coordonnées du point ] vérifient une équation cartésienne de la droite (IK)"

Donc J appartient a la droite (IK) donc les points I, J, K sont alignés.

Exercice 3 : ABCD est un carré non aplati, E et F sont les milieux des segments [AB] et [BC].
D &

s

E B

\

1) 1%®méthode : Calculer AF.DE en décomposant judicieusement ces deux vecteurs. Puis conclure.
AF.DE = (AB + BF). (DA + AE)= AB.DA + AB.AE + BF.DA + BF.AE (par bilinéarité du produit scalaire)

— 1.
Or E est le milieu de [AB] et F celui de [BC] donc AE = = AB et BF = EBC

N =

donc AF.DE=—AB.AD + %ﬁﬁ - %E?A_ﬁ + %R’)ﬁ

Mais ABCD est un carré donc les vecteurs 4B et AD, d'une part, et BC et BA, d'autre part, sont orthogonaux
Donc AB.AD = BC.BA = 0 donc donc Zﬁ.—D_E%ABZ - éBC2 =0 (car ABCD est un carré donc BC et AD
colinéaires de méme sens avec BC = BA = AB).

Comme AF.DE = 0 alors les droites (DE) et (AF) sont perpendiculaires.

2) 2™eméthode : i. Justifier que (4;A4F;AD) est un repére

ABCD est un carré non aplati donc les points A, B et D ne sont pas alignés donc les vecteurs 4B et AD ne sont pas colinéaires

Donc (4; AB; AD) est un repére.

ii. Déterminer les coordonnées des points A, F, E et D dans ce repére. Puis conclure.
Dans le repére (A ;4B ;4D),
A a pour cordonnées (0,0) (car A est l'origine du repére), B(1,0) (car AB = 14EB + 04D), D(0,1) (car AD = OAB + 14D)
Comme ABCD est un carré alors ABCD est un parallélogramme donc AC = 4B + AC donc C(1,1)
Or E est le milieu du sejment [AB] donc E (i‘%ﬁ,&:—yﬂ) ieE G 0) et F est le milieu de [BC] donc F (ﬁ%’i’i,)—":ﬁ) ie F(l;%)
. p . - (XF ~ X4 .——~1 3 (XE — XD ——)l

Dans ce repére orthonormé (car ABCD est un carré),on a AF (}’F - J/A) ie AF (%) et DE ()’E = YD) ie DE( 21)
D'od AF.DE = x;pxpp + YaVee = 1 X % + % x (1) =0 donc les vecteurs AF et DE sont orthogonaux

donc les droites (AF) et (DE) sont perpendiculaires.

1) 3% méthode : On considére que ABCD est un carré direct non aplati.
Déterminer une mesure de l'angle orienté (AF, DE) puis conclure.
FB
B

ABCD est un carré et F est le milieu de [BC] donc ABF est rectangle en B avec BF:%BC = %BA donc tan(FAB) =— =

A
De méme E est le milieu de [AB] donc ADE est rectangle en A avec AE%AB = %AD donc tan(ADE) =2£ =1

AD 2
Donc tan(FAB) = tan(ADE) donc FAB = ADE avec (ﬁ; ﬁ) et (Zﬁ,ﬁ) directs
Donc (AB;AF) = FAB = ADE = (AD;AE) avec (AF;AB) = — (AB; AF) [2n] donc (AF;AB) = — (AD; AE) [2n]
D'aprés la relation de Chasles, (AF; DE) = (AF;AB) + (AB; AD) + (AD; DE) [2n]
Ie (ﬁ,ﬁ) = ~(ﬁ5,ﬁ) +’—21-+ (ﬁ,ﬁ) +m [2m] ie (f_h—"' ,ﬁ) = 3?11— 2n [2n] ie (ﬁ,D_E") = —g [27]
Donc une mesure de l'angle orienté (ﬁ ;ﬁ) vaut —% donc les vecteurs 4F et DE sont orthogonaux

donc les droites (AF) et (DE) sont perpendiculaires.

1
2

Exercice 4 : Soit (0,7,)) un repére orthonormé dans lequel les points A, B et C ont respectivement pour coordonnées ( 0;3) ;
(1:3) et (-5:1). Soit H le point de coordonnées (-5 ;18)
1. a. Montrer que H est l'orthocentre du triangle ABC.
L'erthocentre d'un triangle étant le point de concours de hauteurs d'un triangle non aplati, il suffit ici de montrer que le point H
appartient a deux des trois hauteurs de ce triangle et a montrer que le friangle est non aplati.

B XA) ie (ISS) et le vecteur BC a pour coordonnées (xc B xB) ie (—6)

5 5 T . XH
or dans le repére (0,1,]), le vecteur AH a pour coordonnées ( Ve — Vg _2

Yu = Ya
Comme ce repére est orthonormé alors AH.BC = x5x5¢ + YaVee = (=5) % (—=6) + 15x (=2) =30 -30 =0
donc les vecteurs AH et BC sont orthogonaux donc la droite (AH) est la hauteur du triangle ABC issue de A

/N/go
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De méme BH ()’ :;Z) ie BH(156) AC (4 _ )Y e AC (Z3) donc BH.AC = xytze + Ygmyae = 6 % (~5) + 15X (=2) =30 ~30 = 0
donc les vecteurs BH et AC sont orthogonaux donc la droite (BH) est la hauteur du triangle ABC issue de B
Or les vecteurs BC et AC ne sont pas colinéaires (car XpeVae — VeeXag = (—6) X (=2) — (=2) x (=5) =12 - 10 = 2)
donc les points A, B, C ne sont pas alignés donc les hauteurs (AH) et (BH) sont sécantes en un point : I'orthocentre du triangle ABC
Conclusion : H appartient a deux des trois hauteurs du triangle ABC, H est donc l'orthocentre du triangle ABC.
b. Déterminer une équation de la hauteur ha issue du sommet A du triangle ABC.

Comme H est l'orthocentre de ce triangle alors la hauteur hy issue de A est la droite (AH) ie la droite passant par A, de vecteur
directeur AH ayant pour coordonnées (;Z : ;ﬁ) ie (155) donc il existe un réel k tel que (AH): 15x+ 5y + k = 0 ot k = —15x, — 5y,
donc k = —15 Donc (AH):15x+ 5y — 15 =0 donc (AH):3x+y—3=0

(autre idée : la hauteur (AH) est la droite perpendiculaire a (BC) passant par A; ie la droite de vecteur normal BC (:g) dans un

repére orthonormé donc il existeunréel k' tel que (AH): —6x —2y + k' = O0aveck’ = 6x,+ 2y, =0+ 6 =6
donc (AH): —6x — 2y + 6 =0)

2. a. Déterminer une équation cartésienne pour chacune des médiatrices des segments [AB] et [AC).

La médiatrice m: du segment [AB] est la droite passant par son milieu I, de vecteur normal AB de coordonnées (y B ;2) ie ((1))
Comme le repere est orthonormé alors il existe un réel ¢ tel que my: 1x+0y+c =0 avecc=—1x, — 0y, = (=1) x x‘:"‘? = —%
(car T est le milieu du segment [AB] ) donc m1 : x — % =0

De méme, la médiatrice mz du segment [AC] est la droite passant par son milieu J, de vecteur normal AC de coordonnées (—5)

alors il existe un réel c' tel que m;: — 5x =2y +¢’ = 0 avec ¢’ = 5x; + 2y; = 5 X X 4. 2 x X2 (car J milieu du segment [AC] )
ie ¢’ —Sx?+2x5——§+§=—7donc mz.—5x—2y—?= doncmz.10x+4y+17—0

b. En déduire les coordonnées du centre Q du cercle circonscrit au triangle ABC.
Comme le triangle ABC est non aplati alors le centre du cercle circonscrit au triangle ABC existe

Donc le point Q est alors le point d'intersection des médianes m, et m,
Donc ses coordonnées (xq,yq) vérifient les deux équations trouvées au 2.a.
D'oll xq —%: Oet 10xq+4yp+17=0  ie xg=3 etyg=1(-10xq—17) =3(-5-17) = -=

Py . 1
Donc les coordonnées du point Q sont (E‘ -%)

3. a. Déterminer des équations cartésiennes des médianes issues de A et de B du triangle ABC. Soit K le milieu du segment
[BC].

La médiane issue de A du triangle ABC est la droite passant par A et K milieu de [BC], donc de vecteur directeur 4K
xp+ - . = (XK —Xa\ . (-2
Or K('Bzi ,%) ie K(-=2;2) donc AK ( ) ie AK( )

Yk —Ya |
Donc il existe un réel C tel que (AK) : x-2y+C=0 ol C= —x; + 2y, =6 Donc (AK) : x —2y+6=0
—% B el
La médiane issue de B du triangle ABC est la droite passant par B, de vecteur directeur BJ (y _ yB) ie Bj( A ) ie B]( 2)
2=3 =1
donc 2Bj (:2) est un autre vecteur directeur de (B]) donc il existe un réel C' tel que (BJ) : 2x-7y+C '=0
ol C'=—2xp +7yp =—2+21=19 Donc(BJ):2x—7y+19=0
b. En déduire les coordonnées du centre de gravité G du triangle ABC ?
G est le centre de gravité du triangle ABC donc G est l'intersection des médianes (AK) et (BJ) de ce triangle
Donc les coordonnées (x;,y;) vérifient les deux équations déterminées au 3.a.
0 W) x+—0 (7L12L2) Nl
xG—2y6+6= 1 G 3 G__E : A _3.7.
Donc {sz — Ty +19=0(Ly) donc o Tl (2L1—L ) donc _7 donc le point G a pour coordonnées ( 3,3)
—F - Ve=3g
4. Montrer que les points H, 1 et G appartiennent & une méme droite.
4 4B 21 1 o 1r
) T~ (X6 —Xny . = "3 3 i e (Xa " Xn\ . = 2 . ==l G
D'une part HG (yo —yH) ie HG| ,* | G| °y | etdautrepart HO (}’n —yH) e B\ 3, ) e | 2,
3 3 2
11
2—| Ly ey s
Ona donc§HQ 347 donc §HQ = HG donc les vecteurs HQ et HG sont colinéaires donc les points H,Q, G sont alignés
3

Donc ces trois points appartiennent a une méme droite
Remarque : on aurait pu aussi trouver une équation de la droite (HG) (par exemple) et montrer que les coordonnées de Q vérifient

cette équation.
AS /20
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5. Soit H' le milieu du segment [QH] et H" celui du segment [AH]. Soit Ha le pied de la hauteur issue de A du friangle ABC.
a. Déterminer les coordonnées de chacun de ces points

1 1
X + X + 5—5 —5+18 -9 25
H'est le milieu du segment [(QH] donc H'a pour cooordonnées ( = 5 2 ;yﬂ 5 YH> ie| 2 = £ 5 ie H’(T;T)
xa +x + 0—5 3+18 =D 2,
H"est le milieu du segment [AH] donc H"'a pour cooordonnées ( - 5 = ;yA > y“) [ ( 5T ) ie H”(—z—;—z—)

H, est le point d'intersection de la hauteur hy du triangle ABC, d'équation 3x + y — 3 = 0, avec la droite (BC), droite
passant par B, de vecteur directeur BC de coordonnées (:g) donc il existe un réel k' tel que (BC): 2x — 6y + k' =0
ouk’ = —2xg + 6yg = 16 donc (BC):2x—6y+16 =0
3x+y—3=0 { Yu, = —3xy, +3

Yu, = —03+3 =27
2x— 6y +16 =0 "° 2xy, +18xy, — 18+ 16 = {

Les coordonnées du point Hy vérifient donc le systéme (s): { —
Hy = U

127
10’10

0 donc

donc Hx( )

b. Déterminer une équation cartésienne du cercle de centre H' et de rayon [HK]
Dans ce repére orthonormé, ce cercle (C) a pour équation (x — x,1)% + (y — yy)? = H'K?

a i (222 et H'K = —7y2 7= [(—2+9 4 (2B = [Lp28_ [20 > :
ouH (4 '4)9““{—\/(70( xy)? + Yk — yi) —J( 2+4) +(2 4) o= S (repére orthonormé)
706 290

donc ce cercle (C ) a pour équation cartésienne Ry +2x—By B0 4 P+y+2x—Ly+26=0
q 2 2 16 16 2 2 Yy

c. Montrer que ce cercle passe par K, H" et Ha.

Comme [H'K] est un rayon du cercle de centre H' alors K est un point du cercle (C).

. 9 25 25 441 45 525 . o
Deplus xyn 2+ y2n +=xyn — =yuyn + 26 = —+————>2426 = 0 donc H"appartient aussi a ce cercle
H Vu 2 XH 7 JH 2 2 3 p pp

De méme Xy, Z4 y,z,A +§xHA — EZ‘EyHA +26 = 1_}33 + % +;—0—6—270—5 + 26 = 0 donc Hy appartient aussi a ce cercle
Ce cercle passe donc par K, H" et Ha.
On aurait aussi pu calculer HH" et H'Ha et montrer que H'H" = H'Ha = HK
Plus généralement, le cercle de centre H' et de rayon [H'A'] passe par les points A", B' et C' milieux respectifs de [BC], [AC] et [AB] (pieds des 3
médianes de ABC); par les pieds des hauteurs issues de A, B et C du triangle ABC et les milieux des segments [AH], [BH] et [CH] d'ol son nom de

cercle des neufs points (ou encore cercle d'Euler).

/Ié/lo
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Exercice 1.
1. xréel,
a. A(x) = cos(—x) — sin(x + m) + sin(—x) + cos(m — x)
A(x) = cos(x) — (—sin(x)) — sin(x) — cos(x) = 0
b. B(x) = cos (g - x) + 2 cos(—x — m) — 3sin (x + —275) — sin(x + 8m)
B(x) = sin(x) + 2 cos(—(x + m)) — 3 cos(x) — sin(x)
B(x) = 2cos(x + m) — 3 cos(x) = —2 cos(x) — 3cos(x) = —~5cosx

2.
a. On donne cos g-—-\/—iﬂ.
L3 27 _ VB+1Y 5 27 _
cos? +51 : 1@(4)+m5 1
e sin?Z=1 (‘EH)

4
. 27 _ 16  5+2v5+1

& sinf—-=—-—
16 16
. 2T 16-6-2V5
(=)5m2—~=——-‘/_
5 16
. 2T 10-2V3
& sin? X = 1028
5 16
T 10-2v5 i3 V10-2v5
& sin-— ou sin== Y E0=RE
5 4 5 4
10-2v5
= € [0; 7], donc sin= = 0 et sin .
b.
® cos( E)—cos”- =
5/ 5 4
T 3 10-2v5
sin (——) = —Sin—=
5 4
4 b3 4 b4
e —4—-=71 ne — = 1 — —
5+5 donc .
3 T V5+1
cos—=cos(n——)=-—cos—-—-—
5 4
sin n-—sm(n‘ )-31 B o YOV
5 - 5 4
i I bis 77 b1 T
@ — - T - —— —
10 5 2dnc1o 2+5
7 fs s 10-2+5
—=cos|-+~-)=—sin-=—
€osTo S(2+5) Sing 4
. I . (nm .7 T V5+1
smlo—sm(2+5)—c ss— =
.7t . (m T N R .. 3 42 1 V2 V2(V3-1
3. sm—-—=sm(——--—)=sm—cos——-cos—sm—=—-x—-———x—: ( )
12 3 4 3 4 3 4 2 2 27 2 4
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b.
2 2

v et il w20 Y Bl T
cos(2x) = cos*x — sin x-—( 3) 3) e
. _ N 222\ 1 42
sm(2x)—2cosxsmx—-2x( 3)x3——9
cos(3x)=cos(2x+x)=cos(2x)cosx——sin(2x)sinx=—§x(~?—‘3/—§>—:f;‘/—ix§=%/—i
sin(3x)=sin(2x+x)=sin(2x)cosx+cos(2x)sinx=-——:i-ix(-—g‘3/—§)+—gx§=—2—j

Exercice 2.

1. Pour tout réel x,
(cosx + sinx)? — (cosx — sinx)? = cos? x + 2 cos x sinx + sin?x — (cos? x — 2 cos x sinx + sin? x)
=1+sin2x — (1 —sin2x) = 1 +sin2x — 1 + sin 2x = 2 sin 2x.
2. Pour tout réel x,

D’une part :

(1 +cosx +sinx)? = (12 + 2 x 1 X (cosx + sinx) + (cos x + sinx)?)
=1+2cosx+2sinx+1+sin2x =2+ 2cosx +2sinx + 2cosxsinx
=1+2cosx+2sinx +1+sin2x = 2(1 + cosx + sinx + cos x sinx)

D’autre part :

2(1 4 cosx)(1 + sinx) = 2(1 + sinx + cos x + cos x sin x)

Ainsi pour tout réel x on a :

(cosx + sinx)? — (cosx — sinx)? = 2(1 + cos x)(1 + sinx)

Exercice 3. Résoudre des équations et inéquations trigonométriques en s’aidant du cercle trigonométrique
(noté C).
1.

a. Ccosx = ;g@ cosx = cos(%ﬂ) =¥ =§g+2kﬂ,k EZoux= —%+21n,l €4
L’ensemble des solutions sur R de ’équation cos x = cos (iz) estS = {Eg +2knm,k€Z; - -S—éE +2lnleZ }

b. cos(Zx——g =g<=>cos(2x—§)=cos%@Zx——E:%-&-an,keZOUZx—§=——§+2[1r,lEZ

cos(Zx—g)=—\{2—Z=)2x=z—z+2kn,kEZOU2x=1—"2+ert,lEZ
cos(Zx—g)=—\;Z¢=>x=%+kn,kEZOUx=%+ln,lEZ
L’ensemble des solutions sur R de I’équation cos (2x—§)=%—iest5={g+kn,k62; 2—’;—+ln,lEZ }
c. sinx+1=0<=>sinx=—1@sinx=sin-—g—=)x=-§+2kn,kEZOUx=—g—n+2ln,lEZ
Sx=-Z4+2%knkeZ0Ux=-+2mlel
Or —37” = -—g(Zn). L’ensemble des solutions sur R de ’équation sinx = —1estS = {—g— + 2km, k € Z}.
d. Zsinx+1=O4=>sinx=—%<=sinx=sin—§

@x=—§+2k1r,kEZOUx=1r—(-—§)+21n,lEZ
«:x=§+2kn,kezozfx=i’§+2m,zez

L’ensemble des solutions sur R de I’équation 2sinx + 1 =0 estS = {g + 2km,k €ZL; %TE + 2im,l € Z}.
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3
a. cosx< —-%

; o : 3 o s .
Pour résoudre I’inéquation cosx < ~£, on trace le cercle C et on trace la droite d’éguation d:x = -—ﬁ. Les
q 2 q 2

réels x solutions de I’inéquation sont les réels x dont les abscisses des points images sur C sont inférieures strict a

- iz—g (partie verte).
1d

Par lecture graphique,
sur ]—m; 7] I’ensemble des solutions de I’inéquation est

§= ]Sn' ] U] . Sn[
B I e
sur [0; 27| ’ensemble des solutions de I’inéquation est
e ]Sn_ 71r[
“l6’ 6

1 2 T
b. \/_Z'cosx—lso':::\/fcosxs1<=:cosx_<_—2-=§<=cosstosz.

1

&

solutions de I’inéquation sont les réels x dont les abscisses des points images sur € sont inférieures ou égales a
g

Pour résoudre I’inéquation cos x < 7 on trace le cercle C et on trace la droite d’équation d: x = —. Les réels x

\/i'z‘ (partie verte).
i Par lecture graphique,
fﬂr%‘m = sur |—m; 7] I’ensemble des solutions de I’inéquation est
J// 5= /3 ) ) T
[ =[zin]u]-m -4
g& sur [0; 2| 'ensemble des solutions de I’inéquation est
\ Fres [n_ 7n]
\% == 4 » 4

c. sinx+1>0esinx>-~-1
Or pour tout réel x, —1 < sinx < 1, et les réels x tels que sinx = —1 sont les réels qui s’écrivent sous la forme :

1
X = ~T2-+2k7r,k €EZ
Ainsi I’ensemble des solutions de I’inéquation sinx +1 > 0estS = R — {-—er- + 2k, k € Z}.

Sur ]—m; 7] ’ensemble des solutions de I’inéquation est § = ]——n; - E[ U ]—% ; TL’].

2
Sur _[0; 2n[ ’ensemble des solutions de I’inéquation est § = [O; 32_’?.[ U F’f Zn[.
d. 2sinx+1>0<sinx> ——%

. e : : " 1

Pour résoudre I’inéquation 2 sinx + 1 > 0, on trace le cercle C et on trace la droite d’équation d: y = — > Les

réels x solutions de I’inéquation sont les réels x dont les ordonnées des points images sur C sont supérieures
s .. 4 ;

stricta — > (partie verte).

Par lecture graphique,
sur |—m; ] Pensemble des solutions de I’inéquation

est
S = ] ) 51‘[[ U ] TL'. ]
e 6"
sur [0; 27| Pensemble des solutions de 1’inéquation

= ) i [
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3. Tableau de signes de Pexpression (2 sinx + 1)(sinx + 1).

5 T T
* " % 2 6
2sinx + 1 + 0 - - 0
sinx + 1 + + 0 +
(2sinx + 1)(sinx + 1) + 0 - 0 - 0




